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基于非线性井阻的饱和软弱土无砂增压式 
真空预压分析方法 

倪睿思 1，肖世国 1，吴  兵 2，梁  瑶 2 
（1．西南交通大学 土木工程学院，四川 成都 610031；2.四川省交通勘察设计研究院有限公司，四川 成都 610017） 

 
摘  要：针对无砂增压式真空预压的特点，充分考虑排水板井阻的时空非线性变化特性、增压荷载与增压管长度的关系等要

素，建立了以增压管为中心的非理想井径向渗流计算单元模型，推导出非齐次偏微分控制方程。基于 Sturm-Liouville 本征理

论，利用本征函数展开法求解得到超静孔压的解析解，并针对增压常载、后期增压常载及后期间歇式增压等 3 种典型实际增

压模式，分别给出了地基超静孔压和平均固结度的解析表达式。实例分析表明，超静孔压随着增压管长度增大而增大，沿深

度始终呈逐渐增大的非线性分布模式；开启增压后超静孔压瞬时增大，尤其地基中下部增加明显，其后消散速度也增大；增

压总时长对地基固结度影响较为显著，增压荷载为 20、40 kPa 时，总时长为 100 d 比 50 d 的固结度分别可提高约 8%、9%。 
关  键  词：饱和软弱土；增压式真空预压；排水固结；超静孔隙水压力；固结度 
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Analytical solution for consolidation of saturated soft clay under vacuum preloading 
with non-sand drainage system considering nonlinear drain resistance 

 
NI Rui-si1,  XIAO Shi-guo1,  WU Bing2,  LIANG Yao2 

(1. School of Civil Engineering, Southwest Jiaotong University, Chengdu, Sichuan 610031, China; 
2. Sichuan Transportation Survey and Design Co., Ltd., Chengdu, Sichuan 610017, China) 

 
Abstract: Based on the basic characteristics of the sand-free air-boosted vacuum preloading, a radial seepage calculation unit model 
centered on the booster pipe, which is a non-ideal well, is established, taking into account the spatiotemporal nonlinear characteristics 
of the well resistance of drainage plates and the relationship between the booster load and its pipe length. The nonhomogeneous 
partial differential control equations are consequently derived. According to the Sturm-Liouville eigentheory, the analytical solution to 
the excessive pore water pressure is obtained using the eigenfunction expansion method. Further, analytical expressions for 
calculating the excessive pore water pressure and the average consolidation degree of the foundation are provided under three typical 
practical pressurization modes, including constant pressurization loading, constant pressurization loading in the later stage, and 
intermittent pressurization in the later stage, respectively. Some examples show that the excessive pore water pressure increases as the 
length of the pressurized pipe increases, and always shows a nonlinear distribution that gradually increases with depth. After the 
pressurization is initiated, the excessive pore water pressure increases instantaneously, with a more pronounced increase in the middle 
and lower parts of the foundation, and subsequently, its dissipation rate also increases. The total pressurization duration has a 
significant impact on the consolidation degree of the foundation. When the pressurization loads are 20 kPa and 40 kPa, the consolidation 
degrees increase by approximately 8% and 9%, respectively, for a total pressurization duration of 100 d compared to 50 d. 
Keywords: saturated soft soil; air-booster vacuum preloading; drained consolidation; excessive pore water pressure; consolidation 
degree 
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1  引  言 
真空预压法是软土地基排水固结处理的一种

技术手段，施工过程中无噪音、无振动、不污染环

境，具有显著的低碳环保特点。传统真空预压普遍

反映出加压荷载偏小、真空度衰减明显、固结时间

长、工后沉降量大等问题，其有效加固深度较为有

限。为此，增压式真空预压技术[1]对其进行了改进，

即在传统的真空预压法基础上增设增压系统，该系

统主要由喷出高压气体的增压泵、埋设在土体内部

的增压管及空气压力传递管道组成，实现对地基土

体的径向增压。这样具有增大土体的总固结压力、

使土体内部产生微小的劈裂裂隙、减小排水板表面

淤堵等作用，综合提升饱和软土地基的排水效果。 
目前关于增压式真空预压法的研究主要为现

场实测[2]、室内模型试验[3-4]和数值模拟[5]，相关研

究结果表明，与传统真空预压法相比，注气增压法

可提高土体渗透性，从而加快孔压消散和土体固

结[5]，而且对深层土体也具有良好的加固效果[3]。

在理论研究方面，沈宇鹏等[6-7]采用分离变量法和积

分变换法求出了径向渗流时非理想井的增压式真空

预压固结解析解。卢萌盟等[8]推导了在考虑径竖向

渗流的情况下存在涂抹效应和排水板变井阻时增压

式真空预压的理论解，其针对增压管径向加载作用

以及管井分布的模式，提出了等体积应变假设和一

种以增压管为中心的新型计算模型。Shen 等[9]基于

增压式真空预压在单层均质土体中的径向固结解析

解，推导了多层地基的理论解。孙锦鑫等[10]就两种

研究增压式真空预压的计算模型以排水板为中心或

以增压管为中心进行了理论对比，推导了两种模型

中在径竖向组合渗流时的固结理论解。 
传统的真空预压法在地基表面铺设砂垫层作

为渗水体，真空度通过砂垫层传递至地基土体和排

水板，使得真空负压在到达排水板前已存在损耗，

而且对于缺乏砂石料的地区，大面积铺设砂垫层存

在增大造价的问题，因此，可考虑取消砂垫层以减

少真空负压在砂垫层中的传播损耗及工程造价，即

形成无砂式或直排式真空预压法。Indraratna 等[11]

通过试验发现，无砂真空预压时排水体孔压会较快

稳定为线性分布的模式。基于此，田乙[12]、郭霄[13]

等通过实测或经验数据设定排水体的孔压作为土体

孔压的已知边界条件，提出了一种求解孔压的方法。

由于此方法中的竖井孔压由人为设定，且不能考虑

边界孔压随时间的变化，尚缺乏理论严密性。针对

土体表面无砂无密封膜式真空预压，Chai 等[14]认为

无砂土体顶面为不排水边界，排水板顶面为给定的

真空负压，借鉴 Hansbo 解法求出了近似解；Geng
等[15]对比了对有无密封膜的理论分析结果和试验

数据，利用积分变换法推导了真空联合堆载预压时

的非理想井理论解。其中，相关经验参数的确定尚

存在一定的主观性。 
实际上，考虑到增压与无砂垫层的优点，可以

将二者同时引入到真空预压法中，即形成了新型的

无砂增压式真空预压方法。目前，关于无砂增压式

真空预压的深入理论分析研究鲜见报道。同时，以

往关于真空预压方面的理论研究，一般未考虑井阻

的时空变化特征。在实际工程中，随着时间的发展

和深度的增加，排水板淤堵程度增大、弯折机率上

升，排水板的排水能力因而下降，由此造成井阻效

应凸显，即排水板排水能力下降的效应随时间的发

展和土体深度的延伸而不断增大。描述此问题的传

统变井阻模型认为排水板渗透系数最终衰减至 0，
低估了其排水能力，而传统常井阻模型则会高估地

基的固结程度，因而传统的相关理论模型仍存在较

多缺陷。 
鉴于此，本文针对新型的无砂增压式真空预压

方法，基于该方法的具体特点与井阻时空变化特征，

采取以增压管为中心的新计算模型，充分考虑实际

常出现的排水板井阻的时空非线性变化特性以及涂

抹效应，推导地基土径向渗流模式下排水固结的理

论解析解，并进行实例分析与讨论不同增压模式的

结果。 

2  理论方法 
2.1  分析模型 

针对井阻时空非线性变化的一般特征，在无砂

增压式真空预压作用下，饱和软土地基中径向渗流

的基本分析模型如图 1 所示。图中，r 为距增压管

中心的径向距离，rs 为涂抹区边界距中心距离，rp

为增压管半径，Re为单个增压管有效影响范围（计

算单元）的等效圆柱体半径。考虑到实际工程中增

压管数量相对排水板较少，且增压管对周围土体主

要产生辐射压力荷载的作用，故模型中心的 r≤rp

区域为向外辐射压力荷载的增压管，rp≤r＜rs 区域

是未干扰区，rs≤r≤Re 区域内为由涂抹面积 Am 等

效的环形涂抹区，有 2 2
s e d w( )r R n sr= − ，其中，rw

为传统以排水板为中心的排水板等效半径，一般为

33 mm，s 为涂抹比， dn 为排水板的等效个数。增

压管与土体的交界面径向边界不排水，模型径向外

边界为离散布设的排水板等效后的连续排水边界，
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考虑排水板的井阻时空变化特征，且由渗流连续性，

改用排水板的竖向边界条件并结合渗透性来描述外

边界排水性。图 1 中，H 为软土地层的总厚度，L
为增压管长度，一般 L≤H，z 为距地面深度。 
 

 
图 1  饱和软弱地基中径向渗流的基本分析模型 

Fig.1  Basic analytical model of radial seepage in saturated 
soft ground 

 

为便于实际操作，增压管与排水板之间的排列

位置关系一般包括三角形、六边形、疏松与密集正

方形等 4 种，如图 2 所示。计算单元中排水板的等

效个数 nd 由排水板的布置方式决定，当排水板为三

角形或疏松正方形布置时（见图 2(a)、2(b)），nd=1；
当排水板为六边形布置时（见图 2(c)），nd=2；当排

水板为密集正方形布置时（见图 2(d)），nd=3。为便

于表述，进一步引入相关符号：Ev、ν 分别为土体

的体积变形模量和泊松比；Ad为单个排水板的截面

积，一般为厚 4 mm×长 100 mm=400 mm2；us (r, z, t)
为土体的超静孔隙水压力；ud (z, t)为排水板内的孔

隙水压力；kr (r)为径向变化的土体水平向渗透系数，

在涂抹区内为 ks，在未干扰区内为 kh；kd (z,t)为随

时间和深度变化的排水体渗透系数；pv为瞬时施加 
 

  
(a) 三角形              (b) 疏松正方形 

  
(c) 六边形                (d) 密集正方形 

图 2  增压管与排水板的布设方式 
Fig.2  Layout of booster pipes and drainage plates 

的真空负载，实际工程中常取 80 kPa；pr(z,t)为径向

增压荷载，考虑增压作用的有效性，可令

pr(z,t)=pruhr(z)fr(t)，其中，pru为增压满载值，hr为与

深度相关的增压系数，在增压管长度范围内取 1，其

余取 0，fr为增压荷载随时间的变化系数，t 为时间。 
2.2  基本假定 

（1）同一水平面内各土体单元体积应变相等； 
（2）考虑到地表无砂渗水层条件下地基土竖向

渗流较少，假定地基土中仅有径向渗流排水板，且

渗流服从达西定律； 
（3）土体为饱和土，土体颗粒和孔隙水均不可

压缩； 
（4）涂抹区与未干扰区的土体仅水平渗透系数

不同，其余性质相同； 
（5）不考虑排水板内孔压的径向变化； 
（6）单位时间内排水板的径向流入与竖向流出

水量相等； 
（7）真空负载瞬时施加且保持不变； 
（8）考虑排水板井阻的时空变化特性，假定排

水板渗透系数kd随时间呈指数型衰减但最终仍有排

水能力，且随深度呈线性衰减[16-17]。即 

( ) ( )d d0 d dk k h z f t=           （1） 

式中： d0k 为初始时刻的渗透系数； dh 与 df 分别为

渗透系数的深度、时间衰减指数，这里对深度仍采

用线性变化模式，但对时间采取更具一般化且终值

非零的非线性模式（简称扩展非线性模式），其表达

式为 

( )d 1 /h z az H= −            （2） 

( ) ( )d 1 e btf t β β −= + −          （3） 

式中：a、b 分别为渗透系数的深度、时间衰减参数，

a 为不大于 1 的正的无量纲量，b>0，单位一般为 s−1；

β 为排水板渗透系数衰减后的稳定值与初始值之

比。特别地，当 a=0、β=1 时，为常井阻的情况；

当 β=0 时，为传统的认为排水板最终完全堵塞没有

排水能力的指数衰减模式。 
2.3  控制方程 

对于前述的无砂增压式真空预压排水固结问

题，径向渗流的一般固结方程[18]为 

( ) ( ) ( )r s v
w

, , ,k r r u r z t z t
r r r t

ε
γ

∂  ∂  ∂  = −  ∂ ∂ ∂  
  （4） 

式中： wγ 为水的重度； ( )v ,z tε 为土体的体积应变。

在式（4）的基础上，还需满足如下所示的两个径向

增压管 
排水板 

L H
 

kd(z,t) 
ks

增压管 
涂抹区 

pr(z,t)
kh kh ks 

kd(z,t)pr(z,t) 

Rersrp 

pr(z,t) 
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连续条件： 

( )s
p

, ,
0

u r z t
r r

r
∂

= =
∂

，         （5） 

( ) ( )e s e d, , ,r R u R z t u z t= =，      （6） 

对式（4）中的 r 积分一次，并结合边界条件式

（5），有 

( ) ( )
( ) ( )

2 2
p w

s v
r

, , ,
2
r r

u r z t z t
r k r r t

γ
ε

−∂ ∂= − ⋅
∂ ⋅ ∂

   （7） 

再对式（7）中的 r 积分一次，并结合边界条件

式（6），有 

( ) ( ) ( ) ( )
e

2 2
pw

s v d
r

, , , d ,
2

r

R

r
u r z t z t u z t

t k
ξγ ε ξ

ξ ξ
−∂

= +
∂   （8） 

式中：ξ 为径向距离积分变量。 
定义 ( , )su z t 为单个增压管有效影响范围内地

基中任一深度处的平均超静孔压 su ，则有 

( ) ( ) ( )e

p
s s2 2

e p

1, 2 , , dR

r
u z t ru r z t r

R r
= π

π −      （9）
 

将式（8）代入式（9），经推导整理有 

( ) ( ) ( )
2

w e s
s d v

h

, , ,
2
R Fu z t u z t z t
k t

γ ε∂= + ⋅
∂

   （10） 

式中： sF 为与涂抹效应相关的中间变量，有

( ) ( )
e

p e

2 2
ph

s 2 2 2
re p e

2 d dR r

r R

rkF r r
kR r R

ξ
ξ

ξ ξ
−

= ⋅
−   。 

若考虑涂抹区土体的水平渗透系数 sk 为常数，

即 

( ) h p s
r

s s e

k r r r
k r

k r r R


= 


≤ ＜

≤ ≤
        （11） 

结合第 2.1 节所述的边界条件，中间变量 Fs 可

进一步表达为 

( )22 2
sp sp sp

s 4 2
ep ep

4 4 2 2
sp ep ep sp sp ep

4 ln 2 2 12
8

ln ln
8 2

n n n
F

n n

n n n n n n
χ χ

 + − + −= −
−


− − + −
+ 



 （12）
 

式中：nep、nsp、χ均为无量纲变量，nep=Re/rp；nsp=rs/rp；

χ =ks/kh。 
由 2.2 节中基本假定的第 1 条，即等体积应变

假定，有 

( ) ( ) ( ) ( )v r s
v

1 2
, 2 , 3 ,

ν
z t p z t u z t

t E t t
ε

−∂ ∂ ∂ = − ∂ ∂ ∂ 
（13）

 

将式（13）代入式（10），有 

2
w e s

s d r s
h v

(1 2 ) 2 3
2

R F νu u p u
k E t t

γ − ∂ ∂ = + − ∂ ∂ 
  （14） 

对于单个增压管有效影响范围，由渗流连续条

件，即 

e

e s s d d d
d

w w

2 ( , )r R
R k u n A uk z t

r z zγ γ=
π ∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ 

  （15）
 

由式（8）对 r 求偏导，有 

( ) ( ) ( )
2 2

pw
s v

r

, , ,
2

r r
u r z t z t

r k r r t
γ ε

 −∂ ∂= ⋅ ⋅ 
∂ ⋅ ∂  

  （16）
 

将式（16）代入式（15），整理得 

( )
( ) ( )v d d

d d2 2
w p e

,
,

z t n A k z t u
t z zr R

ε
γ

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂π −  
 （17） 

再将式（17）代入式（10）得 

( ) ( )
2

d d e s
s d d d2 2

h p e

,
2

n A R Fu u k z t u
z zk r Rπ

∂ ∂ = +  ∂ ∂−  
  （18） 

将式（18）代入式（14），整理得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

d d d d2

d d d r2

1 , ,

2, ,
3

h z f t u z t u z t
t z z t

h z f t u z t p z t
z z t

ρ
λ
ρ

∂ ∂ ∂ − + − ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂  = ∂ ∂ ∂ 

（19） 

其中，各中间参量的表达式为 

( )
( )

h v
2

we s

2 2
h p2

2
d0 e s

e

d

p
p

d

d d
d

2
3 1 2

2

k E
νR F

k n n

k R F
Rn
r
r

n
r

n Ar

λ
γ

ρ

= ⋅ − 
− =


= 


=


= π 

       （20） 

这样，式（19）即为无砂增压式真空预压排水

固结的控制方程，其定解条件包括边界条件： 
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( )d v0 0,z u t p= = −，       （21） 

( )d , 0z H u z t
z

∂= =
∂

，       （22） 

初始条件： 

( ) ( )s r0 ,0 2 ,0t u z p z= =，      （23） 

其中，在初始时刻，因真空作用为 0，由真空与

增压作用叠加组成的土体超静孔压中只有增压作用

的部分；此时对于计算单元土体中任一点，均承受

半圆形的均布增压荷载，其综合作用可由增压管压

力沿半圆周积分表征，结果等于 2 倍的增压管压力。 
2.4  方程求解 

式（19）所示的控制方程为非齐次方程，可采

用本征函数展开法求解[19]。基本求解思路为根据边

界条件求解齐次方程的本征函数系，再代入非齐次

方程，根据本征函数系的正交完备性对非齐次项和

初始条件进行本征函数系展开，最后求出完整解。

下面只给出超静孔压与固结度的最终结果，具体推

导过程详见附录 A。 
土体中的超静孔隙水压力和排水板内的孔隙

水压力的表达式分别为 

( )

( ) ( )

( )( ) ( )

s v 0
0

'ru r
r0

ru r r v v

, 1

2 e 1 e d
3 e 1

e 12 0 e
1

m

m

m

m

m

m

Ebt bt D tm m
b

m

Ebt b
D tm

m m
m

azu z t p D
H

p A Cf
C

Cp f A p A
C

λ

λ ω
ω

λ

λ

η

ω ω
 
 −   − −  

−

 
 −   −

 
= − + − ⋅  

 


 + ⋅ +  + 


 + +   +  





（24） 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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rru r
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1
ru r r v v

, 1
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1 1
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m

E D tbt b
t mm m
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m

Ebt bm m m D tm

m m

azu z t p D
H

f Cp E A

C

E p f A p A C
C C

λ
λ

λ
λ ωω

λ

λ

η

ω
ω

 −  −−  

 
  −−  

 − −   −

 
= − + − ⋅  

 


⋅ +
+

 + ⋅
+   +  
 + +  






（25） 
式中：ω为时间积分变量；m 为不同本征值的计算

个数，理论上为无穷个，数值计算中取 m=800 即可

收敛； mη 为与各本征值对应的计算值，本质为附录

A 非线性方程（A13）的非零解，可由 Matlab 编程

解出 m 个相异的 mη ； 0( 1 / )mD az Hη − 为由 Bessel
函数系组成的本征函数系，详见附录 A 式（A14）；

rmA 、 vmA 分别为 pv 和 pr 在本征函数系上的展开系

数，详见附录 A 式（A33）、（A36）； mC 、 mD 、 mE
分别为与各本征值相对应的计算中间变量，详见附

录 A 式（A46）～（A48）。 
由此，根据经典土力学中地基土平均固结度U

的定义，可进一步推得 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

ru r r s0

ru r r v0

1
0

ru r v

, d
=

, d

2 , d

2 d

2

1
2

H

H

H

H

m

m m
m

z t z
U t

z t z

p f t h z u z t z

p f t h z p z

T t D
a

Lp f t p
H

σ

σ

η
η

′
=

⋅ −   =
⋅ +  

 
⋅  
 −

⋅ +








   （26） 

式中：σ 为总应力；σ ′为有效应力， r s2 p uσ ′ = − ；

( )1 mD η 为涉及 Bessel 函数的计算值，详见附录 A
式（A17）； ( )rh z 为增压荷载沿深度的分布系数，

详见附录 A 式（A43）； ( )mT t 为 ( )d ,u z t 的时间函数

部分，详见附录式（A49）。 
需要说明的是，因真空预压不同于普通大气压

环境下的地基固结，是相对于−pv 真空条件下的固

结，因此，式（26）所示的固结度表达式中分母增

加了 pv。 
一般而言，增压模式可分为 3 种：模式 I 为真

空预压启动时即恒定增压；模式 II 为真空预压启动

后一段时间再恒定增压；模式 III 为真空预压启动后

一段时间再间歇式增压，如图 3 所示。 
对于真空预压启动时即恒定增压模式，见图

3(a)，则 ( ) ( )r r1 0f t f t′= =， ，式（24）、（26）分别

简化为 

( )

( ) ( )

s v 0
0

ru r v v

, 1

e 12 e
1

m

m

m

m

Ebt b
D tm

m m
m

azu z t p D
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Cp A p A
C
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η

 
 −   −

 
= − + − ⋅  

 
 

 + +   +   



 （27） 

( ) ( )
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1
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ru r v v

1 21
2

e 12 e
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m
m

Ebt b
D tm

m m
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U t DL ap p
H

Cp A p A
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η
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 
 −   −

 
= − ⋅ 

 ⋅ +

 
 + +   +   



 （28） 
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(a) 启动即恒定增压                            (b) 后期恒定增压                         (c) 后期间歇式增压 

图 3  增压荷载的典型加压方式 
Fig.3  Typical loading methods for pressurization 

 

对于真空预压启动后一段时间 t0 再恒定增压模 式，见图 3(b)，则相应有 
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（29） 
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        （30） 

对于真空预压启动后一段时间 t0 再间歇式增压 模式，见图 3(c)，则相应有 
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（32） 
式中： 0t 为真空预压启动后至增压前的时间间隔；

1it 指处于第 i 个间歇增压周期的瞬时加载时刻； 2 jt

指处于第 j 个间歇增压周期的瞬时卸载时刻； 1it 为

11t 、 12t 、 1 mi
t ，指在计算时间点 t 之前所有的增

压瞬时加载时刻； 2 jt 为 21t 、 22t 、 2 mj
t ，指在计

算时间点 t 之前所有的增压瞬时卸载时刻。 
具体计算求解可通过 Matlab 编程实现，详见附

录 B。 

3  比较验证 
对文献[8]与文献[10]所描述的真空预压启动时

即恒定增压的算例，本文方法与既有算法的得到的

地基平均固结度 U 的变化曲线对比，见图 4。可见，

本法与既有方法的计算结果非常接近。对于图 4(a)
中在前期略有差异，可能原因在于既有方法考虑了

地基土竖向渗流，而本文方法仅考虑径向渗流（见

2.2 节基本假定（2））。 
另外，文献[20]依托广珠铁路珠海西客站工程，

现场试验对比了增压式真空预压与传统真空预压的

差异性。其中，增压试验区 N3 采用以增压管为中

心的正六边形排水板布设方式，排水板间距为 1 m，

软土层厚为 18 m，增压管长为 8 m；试验前期为纯

真空预压阶段，在真空开启 60 d 后增压 10 kPa。现

将该试验区在预压过程中地表沉降量的变化转化为

固结度的增长，并与本文方法计算结果进行对比，

具体计算参数与结果见图 5。可见，本文方法计算

得到的固结度与增压式真空预压的现场实测结果几

乎重合，二者吻合良好，本文方法具有实际有效性。 

4  实例分析与讨论 
4.1  工程概况 

四川省天府新区经眉山―乐山高速公路A标段

路基工程，地基由上而下依次主要为流塑～软塑状

饱和黏土、软～可塑状饱和粉质黏土、强风化砂质

泥岩，饱和软弱黏土层厚度为 7 m。路基填方高度

为 6～11 m，拟采用无砂增压式真空预压方法处理 

 

(a) 文献[10]算例 

 

(b) 文献[8]算例 

图 4  本文方法与既有方法的地基平均固结度结果对比 
Fig.4  Comparison of average ground consolidation 

degrees between the proposed method and existing methods 
 

 

图 5  本文方法与现场试验的地基平均固结度对比 
Fig.5  Comparison of average ground consolidation 

degrees between the proposed method and field test results 
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该软弱地基。真空负载−pv 取为−80 kPa，另根据地

勘资料与试验结果且结合工程经验，相关计算参数

取值见表 1，若无特殊说明，各实例的计算参数同

表 1。 

 
表 1  工程实例计算参数 

Table 1  Calculation parameters of a practical example 
软土层厚度

H/m 计算单元半径 Re /m 增压管半径 rp /m 增压管长度 L/m 排水板截面积 Ad 
/mm2 

排水板等效个数

nd /个 
变形模量 Ev 

/MPa 
土体渗透系数 kh 

/(m·s−1) 

7 0.9 0.0125 7 100×4 2 1.318 5.3×10-7 

泊松比 v 涂抹区边界距中心

距离 rs /m 
涂抹区较未扰动区渗

透系数比χ 
排水体初始渗透系数

kd0/(m·s−1) 
kd 的深度衰减系

数 a 
kd 的时间衰减系

数 b/s−1 kd 的稳定比β 增压满载值 
pru/kPa 

0.45 0.89 0.2 1×10-5 0.5 1×10−7 0.5 20 

 

4.2  计算结果与分析 
4.2.1 仅真空预压 

设地下水位线位于地表，在仅真空预压（无增

压）条件下，地基中总孔隙水压随时间消散曲线与

典型时刻沿深度分布曲线，如图 6 所示。可见，总

孔隙水压力随时间呈非线性衰减，前期（前 200 d）
衰减幅度较大，后期消散速率显著变缓。随着时间

延长，总孔隙水压力沿深度分布由非线性逐渐变为

线性增大模式，地基软土层底部的总孔隙水压力消

散程度最慢。 
4.2.2 增压模式 I：真空预压启动时即恒定增压 

考虑增压深度范围的影响，在增压管长度 L 分别

为 3、5、7 m 情况下，超静孔隙水压力（简称超静

孔压）与地基土平均固结度（简称固结度）随时间

变化以及超静孔隙水压力沿深度分布曲线，如图 7、
8 所示（实线）。为便于对比，图中也给出了在增压

管长度 L=7 m 的情况下，仅在距增压管底端高度 D
分别为 3、5、7 m 范围内进行增压的结果（虚线），

称之为中下部增压，前者则为中上部增压，其中，

中上部增压L=7 m与中下部增压D=7 m实际是同一

种增压情况，故在各图中两者均重合。可见，不同

深度处，地基土中的超静孔隙水压力均随时间呈非

线性消散，地基土平均固结度则随时间呈非线性增

大。随着增压深度范围的增大，地基中超静孔压也

增大，其沿深度仍呈逐渐增大的非线性分布模式。

增压范围内的土体在前期出现较为明显的超静孔压

增大，若进行中上部增压，则前期超静孔压呈上大

下小的分布模式；若进行中下部增压，则前期地基

中下部土体较上部土体超静孔压更大。在地基固结

后期，土体中超静孔压均较小且分布变得平缓，则

增压范围内的土体有效应力增长较大。这进一步说

明，对于传统真空预压中常出现的深层土体难以排

水固结的问题，通过在软土地基中下部增压的方式

可能会改善排水固结效果。 

 

(a) 随时间 

 

(b) 沿深度 

图 6  地基土中总孔隙水压力随时间与深度变化曲线 
Fig.6  Curves showing the variation of total pore water 

pressure in the foundation soil with time and depth 

 

需要说明的是，对于图 7(c)所示的增压管底部

位置的土体固结度曲线呈现初期局部先上升后下降

现象，其原因可解释为：因不直接承受增压荷载作

用，增压管下部土体初始超静孔压为 0，但在初期

一定时间内，随时间发展，增压作用范围内的超静

孔压减小而转化为有效应力，土体中孔隙水逐渐向

上排出，增压管下部土体中孔隙水随之有限排出（受

上部孔隙水排出影响的时间与程度均有限），因而其

超静孔压在前期存在增幅之后便逐渐消散，即图中

呈现的初期局部峰值现象。 
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(a) 深度 z=0.5 m 

 
(b) 深度 z=2.0 m 

 

(c) 深度 z=7.0 m 

 
(d) 固结度 

图 7  增压模式 I 下超静孔隙水压力与固结度 
随时间变化曲线 

Fig.7  Time-dependent curves of excess pore water 
pressure and consolidation degree under  

pressurization mode I 
 

如图 2 所示，排水板布设呈三角形或疏松正方

形、六边形、密集正方形时，相应有 nd=1、2、3。

图 9 为在 nd的这 3 种取值下相应计算结果。可见，

排水板布设为三角形或疏松正方形、六边形、密集

正方形时，超静孔压消散速度逐渐加快，土体固结

程度逐渐明显提高。以 200 d 的固结度为例，这 3
种布设方式下分别为 46.1%、63.4%、75.0%，后两

者相对于三角形或疏松正方形分别增长了 37.5%、

62.7%。由此，综合考虑排水板用量节约和土体固

结效果，建议以增压管为中心的六边形方式布设排

水板。 
 

 

(a) t=10 d 

 

(b) t=300 d 

图 8  增压模式 I 下典型时刻超静孔隙水压力 
沿深度分布曲线 

Fig.8  Depth distribution curves of excess pore water 
pressure at typical times under pressurization mode I 

 

4.2.3 增压模式 II：真空预压启动后一段时间再恒定

增压 
以真空预压启动后 50 d 再开启 pru=20 kPa 的恒

定增压为例，按本文方法，计算得到地基土超静孔

隙水压力、固结度沿深度分布与随时间变化曲线如

图 10 所示。可见，开启增压后，地基土中超静孔隙

水压力瞬时增大，尤其土层中下部增加明显，其后

消散速度也增大，因而有效应力增长加快，地基土

平均固结度增大明显，在固结度曲线上存在时间为

50 d 时的明显陡增现象。 

7.0 

5.6 

4.2 

2.8 

1.4 

0.0 
−80 −56 −32 −8 16 40 

超静孔压/kPa 

深
度

/m
 

中上部增压 
L=3 m 
L=5 m 
L=7 m 

中下部增压 
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m 

7.0 

5.6 

4.2 

2.8 

1.4 

0.0 
−80 −56 −32 −8 16 40 

超静孔压/kPa 

深
度

/m
 

中上部增压 
L=3 m 
L=5 m 
L=7 m 

中下部增压 
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m 

0 200 400 600 800 1 000 
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

固
结
度

 

时间/d 

中上部增压
L=3 m
L=5 m
L=7 m

中下部增压
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m

0 200 400 600 800 1 000 
−80 

−56 

−32 

−8 

16 

40 

超
静
孔
压

/k
Pa

 

时间/d 

中上部增压
L=3 m
L=5 m
L=7 m

中下部增压
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m

0 200 400 600 800 1 000−80

−56

−32

−8

16 

40 
中上部增压 

L=3 m 
L=5 m 
L=7 m 

超
静
孔
压

/k
Pa

 

时间/d

中下部增压
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m 

0 200 400 600 800 1 000
−80

−56

−32

−8 

16 

40 

超
静
孔
压

/k
Pa

 

时间/d

中上部增压
L=3 m
L=5 m
L=7 m

中下部增压
D=3 m 
D=5 m 
D=7 m 

无增压 
L=0 m



第 7 期                倪睿思等：基于非线性井阻的饱和软弱土无砂增压式真空预压分析方法                2169   

 

 

(a) 深度 z=0.5 m 

 

(b) 深度 z=3.5 m 

 

(c) 深度 z=7.0 m 

 

(d) 固结度 

图 9  排水板布设方式对土体固结效果的影响 
Fig.9  Impacts of drainage plate layout on soil  

consolidation effectiveness 
 

 

(a) 超静孔隙水压力 

 

(b) 固结度 
图 10  增压模式 II 下超静孔隙水压力与固结度的变化曲线 

Fig.10  Variation curves of excess pore water pressure and 
consolidation degree under pressurization mode II 

 

4.2.4 增压模式 III：真空预压启动后一段时间再间

歇式增压 
考虑实际工程条件，可在真空预压启动后一段

时间再开启增压系统，以加载―持载―卸载―停载

为 1 个周期，进行间歇式循环增压。这里将增压持

载总时长设置为 50、100 d 两种，增压荷载设置为

20、40 kPa 两种，其余参数见表 1。在增压总时长

和增压荷载一致的前提下，以 3 种方式为例讨论增

压随时间的变化模式对土体固结的影响，分别为方

式 1——真空预压 50 d 增压启动与循环 1 次；方式 2
——真空预压 80 d 增压启动与循环 1 次；方式 3—
—真空预压 50 d 增压启动与循环 10 次。需要说明

的是，实际工程中增压循环次数较多，这里为简化

计算过程（提高计算效率）且旨在说明单次与多次

循环的固结效果差异性问题，仅将方式 3 的循环次

数取为 10 次，且每个循环周期中持载时间和停载时

间相同。 
计算得到不同增压方式下地基土的平均固结

度随时间的变化曲线，见图 11。可见，固结度随时

间总体呈非线性增大的变化特征，在增压加卸载期

间，固结度均随加卸载同步出现增大与减小。增压 
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(a) 增压 20 kPa，总时长 50 d 

 

(b) 增压 40 kPa，总时长 50 d 

 

(c) 增压 20 kPa，总时长 100 d 

 
(d) 增压 40 kPa，总时长 100 d 

图 11  增压模式 III 下固结度随时间变化曲线 
Fig.11  Time-dependent curves of consolidation degree 

under pressurization mode III 
 

引起的固结度提高效果主要受增压的荷载大小和总

时长影响。由方式 1 与方式 3 的结果对比可见，在

加载总时长和增压荷载大小一定的条件下，间歇式

加载中单次持载的时间较长，加载间隔时间较短，

加卸载频率较低，可较快提升固结度，即在真空预

压启动后 100 d 之内，方式 1 比方式 3 更有利于快

速提高固结度，全部加载完成后二者的最终固结度

基本一致。对于方式 2，相对于方式 1 与方式 3，因

增压启动时间较晚，前期对地基土的固结作用较差，

而在真空预压启动后 160 d 以后，三者的固结作用

几乎没有差异。这种无差异的原因在于，因饱和软

弱土体内增压对真空度影响机制十分复杂而难以求

解，本文理论模型中没有考虑增压作用对真空度的

影响。实际上，工程中在进行间歇式增压过程中时

刻监测真空度变化，可通过调整增压方式来维持真

空度接近目标值，因而增压作用对真空度的影响属

于非主要因素。但应该注意，增压系统一直开启会

引起土体中真空度下降，因而采用间歇式增压既能

保证真空度处于较高水平，又能充分发挥增压的促

进固结的正向作用，实际工程中进行间歇性增压是

必要的。 
由图 11(a)、11(c)或图 11(b)、11(d)对比可见，

在增压荷载大小一定的情况下，增压总时长较大，

在真空预压启动后 240 d 之内，增压对地基土的固

结度提升作用较为明显，可使地基土相对较快地固

结。在真空预压启动后第 240 d，增压荷载为 20、
40 kPa 时，总时长为 100 d 比为 50 d 的固结度分别

相对提高约 8%、9%。相较于传统的真空预压（可

视为增压荷载和增压总时长均为 0），在 240 d 时，

增压总时长为 100 d、增压荷载为 40 kPa 的增压式

真空预压可使地基固结度提高约 13%。 
需要注意的是，图 11(c)、11(d)中的固结度在后

期有一定的波动，其原因在于，此种情况的增压荷

载为图 3(c)所示的突增突降的间歇性增压模式，因

而相应的固结度有所波动；另外，本例相关计算分

析中时间步长取值较小，数值计算结果也受阶跃式

的增压荷载值影响而显现小幅波动。 

5  结  论 
本文针对饱和软弱土地基无砂增压式真空预

压的排水固结问题，充分考虑包括扩展非线性模式

在内的井阻的时空非线性变化特性，以及增压管长

度的影响，建立了以增压管为中心的径向渗流非理

想井分析模型，基于土体单元等体积应变假定，推

导出非齐次的偏微分控制方程，采用广义傅里叶级

数与本征函数展开法进行求解，得到了地基土超静

孔隙水压力与平均固结度的理论解，结合实例讨论
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了 3 种增压模式的结果。主要得出以下结论： 
（1）地基土中的超静孔隙水压力随时间呈非线

性消散，平均固结度则随时间呈非线性增大。随着

增压管长度增大，超静孔隙水压力也增大，其沿深

度仍呈逐渐增大的非线性分布模式。对于真空预压

启动时即恒定增压模式，相对于在地基土中下部增

压，在中上部增压时前期地基土中上部超静孔隙水

压力相对较大而下部相对较小，后期整个地基土中

超静孔隙水压力均相对较小且分布变得平缓。通过

在软土地基中下部增压的方式可能会改善深层土体

排水固结效果。 
（2）对于真空预压启动后一段时间再恒定增压

模式，开启增压后地基土中超静孔隙水压力瞬时增

大，尤其土层中下部增加明显，其后消散速度也增

大，因而有效应力增长加快，地基平均固结度增大

明显，在固结度曲线上存在增压时刻明显陡增现象。 
（3）对于真空预压启动后一段时间再间歇式增

压模式，在增压加卸载期间，固结度均随加卸载同

步出现增大与减小。增压的荷载大小和总时长是影

响固结度的主要因素，间歇式加载中单次持载的时

间较长，可较快提升固结度。在增压荷载一定的情

况下，增压总时长较大时对地基土的固结度提升作

用较为明显。实例分析表明，在真空预压启动后第

240 d，增压荷载分别为 20、40 kPa 时，总时长为

100 d 比 50 d 的固结度分别相对提高约 8%、9%；

相应地，增压总时长 100 d、增压荷载 40 kPa 的增

压式真空预压可使地基固结度提高约 13%。 
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附录 A 控制方程求解推导过程 
A1  齐次方程相应的本征方程和本征函数系 

本文各变量含义及其符号汇总见表 A1。 
首先，对控制方程式（19）对应的齐次方程进

行求解： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

d d d

d d d

2
d

,

,

, 0

h z f t u z t
t z z

h z f t u z t
z z

u z t
z

λ

ρ

∂ ∂  + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂  − ∂ ∂ 

∂ =
∂

     （A1） 

结合竖向边界条件式（21）～（22），经边界

条件齐次化后，将解设为分离变量的形式，即 

( ) ( ) ( )d v, m m
m

u z t Z z T t p
∞

= −      （A2） 

式中： ( )mZ z 、 ( )mT t 分别为待求的空间函数和时

间函数部分。 
此时边界条件转化为齐次形式，有 

( )0 : 0 0mz Z= =            （A3） 
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表  A1 基本变量含义及符号 
Table A1  Meanings and symbols of basic variables 

类别 基本变量 符号 

几何参数 

计算 
单元 

软土层厚度（排水板长度） H 
等效圆柱体影响半径 Re 

增压

管 

半径 rp 

长度 L 
仅中下段增压时的增压长度 D 

排水

板 
截面面积 Ad 

单元内等效个数 nd 

土性参数 
体积变形模量 Ev 

泊松比 ν  
径向渗透系数 kh 

涂抹参数 
涂抹区边界距中心距离 rs 

涂抹区渗透系数 ks 
以排水板为中心模型的涂抹比 s 

井阻参数 

排水体初始渗透系数 kd0 

变化

系数 

深度衰减系数 a 
时间衰减系数 b 
最终系数 β 

预压荷载 

真空负载 pv 

增压荷载满载值 pru 

随时间的工作模式 fr(t) 
随深度的分布模式 hr(z) 

中间参量 

详见式（12） Fs 
详见式（20）第 1 式 λ 
详见式（20）第 2 式 ρ 
详见式（20）第 3 式 n 
详见式（20）第 4 式 np 
详见式（20）第 5 式 rd 

nep=Re/rp nep 
nsp=rs/rp nsp 
χ=ks/kh χ 

与本征函数

系相关的计

算中间变量 

不同本征值的计算个数 m 

与各本征值对应的计算值，详见附录 A
式（A14） ηm 

pv在本征函数系上的展开系数，详见附

录 A 式（A33） Amv
 

pr 在本征函数系上的展开系数，详见附

录 A 式（A36） Amv 

详见附录 A 式（A46） Cm 
详见附录 A 式（A47） Dm 
详见附录 A 式（A48） Em 

计算量 
排水板内超静孔压 ud(z,t) 

地基中任一深度处的平均超静孔压 ( , )su z t  
地基土平均固结度 U(t) 

 

( )d: 0
d mz H Z z
z

= =           （A4） 

将式（A2）代入式（A1），整理可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

'
d d

2

d d d+

m m

m

m
m

m m

h z Z z h z Z z
Z z

T t
K

f t T t f t f t T t
ρ

λ

′ ′′+
=

′
= −

′ ′+

 （A5） 

式中： mK 为待定常数。 
结合式（A3）、（A4）求解本征函数系，即求解

二阶变系数线性齐次常微分方程，可知其为

Sturm-Liouville 型本征问题（简称为 S-L 问题）。由

S-L 问题的本征理论可知，该方程对应无数个本征

值，且本征值均为非负实数，故可令 2
m mK α= ，其

中， mα 为本征值（ 0mα > ， 0mα = 对应无意义的

零解），本征方程可转化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 2
d d+ 0m m m mh z Z z h z Z z Z zα′′ ′ + =   （A6） 

对方程（A6）进行变量代换 1 /z az H= − ，可

得 
2 22

2
2

d d+ 0
dd

m m
m m

Z Za az Z
H H zz

α    + =   
   

   （A7） 

对方程（A7）进行变量代换 x z= ，有 

2 2

2 2 2

d d d dd d d 1 1 1
d d d d 4 dd d

m m m mZ Z Z Zx x
x x z z x x xz x x

  = ⋅ ⋅ = − +  
   

（A8） 

将式（A8）代入式（A7），整理可得 

2
2

2

d d1+ 0
dd

m m
m m

Z Z Z
x xx

η+ =       （A9） 

其中，中间计算值 ηm记为 

2 m
m

H
a
αη =             （A10） 

式（A9）为零阶 Bessel 方程，其通解为 

( ) 1 0 2 01 1m m m m m
az azZ z C J C Y
H H

η η
   

= − + −      
   

（A11） 

式中： 0 0J Y、 分别为第 1 类 0 阶 Bessel 函数和第 2
类 0 阶 Bessel 函数； 1 2m mC C、 为待定参数。将式

（A3）、（A4）代入式（A11）,可得 

( ) ( )
( ) ( )

0 0 1

21 1

0
01 1

m m m

mm m m m

J Y C
CJ a Y a

η η

η η η η

       =   − −     
（A12） 

式中： 1J 、 1Y 为第 1 类 1 阶 Bessel 函数和第 2 类 1
阶 Bessel 函数。 

为使式（A11）为非零解，则 1 2m mC C、 不能同

时为 0，即（A12）存在非零解，其系数矩阵行列式

gA为 0，即 

( ) ( ) ( )

( )
A 0 1 0

1

1

1 0

m m m m

m m

g J Y a Y

J a

η η η η

η η

= ⋅ − − ⋅

         − =
 （A13） 
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通过 Matlab 对非线性方程（A13）进行数值求

零根，可得出无数个 mη 。再将 mη 代入式（A12），
因系数矩阵非满秩，故只可求出 1 2m mC C、 的相对关

系，由此可确定本征函数系为 

( ) ( ) ( )0 0 0m m m mD x J x B Y xη η η= +      （A14） 

其中，变量 Bm与 x 的表达式分别为 

2

1

m
m

m

CB
C

=              （A15） 

1 azx
H

= −              （A16） 

类似地，可定义： 

( ) ( ) ( )1 1 1m m m mD x J x B Y xη η η= +     （A17） 

A2  本征函数系的微分关系 
由 Bessel 函数的性质，对式（A14）求导，有 

( ) ( )0 1
d
d m m mD x D x
x

η η η= −       （A18） 

式（A14）作为式（A9）的通解，满足方程（A9），
即 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2
0 0 2

02

2
0 0

1 0

d d1+ 0
dd

d d
d d
d
d

m m
m m

m m m

m m m

D x D x
D x

x xx

x D x xD x
x x

xD x xD x
x

η η
η η

η η η

η η η

+ =

  = −  

  =  （A19） 

联立式（A16）、（A18），有 

0 1
d 11 1
d

2 1
m m m

az az aD D
z H H Haz

H

η η η
   

− = − ⋅      
    −

（A20） 
联立式（A16）、（A19），有 

1

1

0

0

d 1 1
d

d d1 1 1
d

d 1

1 1
2 1

1

m

m

m m

m m

az azD
z H H

az az azD
H H z Haz

H
a

az az HD
H H az

H
azD
H

η

η

η η

α η

  
− − =      

  
− − − =      −

− 
− − =  

  −

 
− −  

 
（A21） 

A3  本征函数系展开 
由广义傅里叶级数理论可知，若 ( )f z 在区间

[0, ]H 内满足 Dirichlet 条件，则在连续点处， ( )f z
可按全体本征函数系展开成广义傅里叶级数，即 

( ) 0 1m m
m

azf z A D
H

η
∞  

= −  
 

      （A22） 

式中： mA 为各项的展开系数。 

( ) 00

2

00

1 d

1 d

H
m

m
H

m

azf z D z
H

A
azD z
H

η

η

 
−  

 =
  

−      





   （A23） 

在第 1 类间断点处，式（A22）的右端收敛为

( )f z 在该点处左右极限的均值。 
关于 mA 的计算，可分为两部分，其中分母部分

为本征函数系的模的平方。 

作变量代换 d dHz z
a

= − ，有 

( ) ( )
( ) ( ){ }

2

0

0 0

2 2

0 0

1 d

d

d d

m

m m

m m

azD z
H

H D z D z z
a
H z D z z D z
a

η

η η

η η

  
− =      

− ⋅ =

   − −   

  （A24） 

欲求式（A23）中的定积分，还需整理式（A24）
中的微分部分，有 

( ) ( ) ( )2

0 0 0d 2 dm m mz D z z D z D zη η η  = ⋅ 
（A25） 

由式（A18）的微分关系，有 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 1

2 d

2 d

m m

m m m

z D z D z

zD z D z z

η η

η η η

⋅ =

− ⋅       （A26） 

又由式（A19）的微分关系，有 

( ) ( )
( ) ( )

( )

0 1

1 1

2

1

2 d

2 d

d

m m m

m m

m

zD z D z z

z D z z D z

z D z

η η η

η η

η

− ⋅ =

− =

 −       （A27） 

将式（A27）代入式（A24）有 
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( ) ( ){ }
0 0

2 2

0 1

2 2

0 1

1 1 d

d d

d 1 1 1

m m

m m

m m

az azD D z
H H

H Hz D z z D z
a a

az az azD D
H H H

η η

η η

η η

   
− ⋅ − =      

   

   − + = −   

         − − + −                         

⋅

（A28） 
再对式（A28）求 [ ]0,H 内的定积分，可得 

( ) ( ){ }{
( ) ( ) ( ){ }

0 00

2 2
0 1

2 2

0 1

1 1 d

1 1 1

H
m m

m m

m m

az azD D z
H H

H D D
a

a D a D a

η η

η η

η η

   
− ⋅ − =      

   

   − − + +   

   − − + −     



（A29） 
结合式（A3）、（A4），有 

( ) ( ) ( ){ }
0 00

2 2
0 1

1 1 d

1 1

H
m m

m m

az azD D z
H H

H a D a D
a

η η

η η

   
− ⋅ − =      

   

   − − +   


  （A30） 

对于实际一般情况 [ ] ( )0, 1x H f z∈ =， ，则由式

（A21）的微分关系，有 

( ) ( )

00

1

1 1

1 d

2 1 1
0

2 1 1

H
m

m
m

m m
m

azD z
H

HH az azD
a H H

H aD a D
a

η

η
η

η η
η

 
− =  

 
  
− − − =      

 − − − − 



   （A31） 

再结合式（A4）化简可得 

( )0 10

21 dH
m m

m

az HD z D
H a

η η
η

 
− =  

 
    （A32） 

将式（A30）、（A32）代入式（A23），可得展

开系数 mA 为 

( )
( ) ( ) ( ){ }

1
2 2

0 1

2

1 1

m
m

m m m

D
A

a D a D

η

η η η
=

   − − +   

（A33） 
考虑实际工程常见情况，在区间 [ ]0,H 内，

( )f z 一般可取为 

( ) 1 2

1 2

1 ,
0 , 0

L x L
f z

x L L x H
< <

=  < < < < 或
  （A34） 

则可得式（A23）的分子部分为 
 

( )

2 2
1

0
1 1

1

1 1
21 d

1 1

m
H

m m
m

m

aL aLD
H Haz Hf z D z

H a aL aLD
H H

η
η

η
η

  
− −       − = −         − − −   

  

                    （A35） 

相应的展开系数为 

( ) ( ) ( ){ }2 2 1 1 2 2
0 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1
m

m m m m m

A
aL aL aL aLa D a D D D
H H H H

η η η η η
=

       − − + ⋅ − − − − −                

 （A36） 

A4  本征函数系展开法求解非齐次方程 
A4.1 控制方程回代 

至此，已确定满足齐次边界条件和齐次方程的

本征函数系。下面使用本征函数展开法对非齐次控

制方程式（19）进行求解。按照式（A2）的形式，

可将解预设为 

( ) ( )d 0 v, 1m m
m

azu z t D T t p
H

η
∞  

= − −  
 

    （A37） 

根据前述分析，该解已满足竖向边界条件式

（5）、（6）。 

由式（A20）与（A21），可得 

( ) ( )d 1
1, 1

2 1
m m m

m

az au z t D T t
z H Haz

H

η η
∞  ∂ = −  ∂   −


（A38） 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

d d d

1 d

,

1 1
2 m m m

m

h z f t u z t
z

a az azD T t f t
H H H

η η
∞

∂ =
∂

 
− −  

 
   （A39） 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

d d

2

0 d

2
0 d

,

1
2

1

d

m
m m

m

m m m
m

h z f t u z t
z z

a azD T t f t
H H

azD T t f t
H

η η

α η

∞

∞

∂ ∂  = ∂ ∂ 
  − − =       

 
− −  

 



   （A40） 

再将式（A37）代入方程（19）中，并结合式

（A38）～（A40），整理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )

2 2 2
d d d

2

0 r
21 ,

3

m m m m
m

m

T t f t T t f t f t

azD p z t
H t

α ρ α λ

ρη

∞
 ′ ′+ + + ⋅   

  ∂− =   ∂ 



（A41） 

A4.2 偏微分方程转化为常微分方程 
由S-L问题本征理论可知，由所有满足式（A13）

的 mη 对应组成的本征函数系 0 1m
azD
H

η
 

−  
 

为正

交完备系，故非齐次项可以在该函数系上唯一展开

且收敛，即 

( ) ( )
2 2

r ru r r 0
2 2, = 1

3 3 m m
m

azp z t p f t A D
t H

ρ ρ η
∞  ∂ ′ −  ∂  


（A42） 

考虑增压管一般上部存在不透气段，下部未完

全打穿软土层，则增压荷载随深度的分布形式可写

为 

( ) 1 2
r

1 2

1 ,
0 , 0

L x L
h z

x L L x H
< <

=  < < < < 或
    （A43） 

式中： 1 2L L和 分别为增压段上端点和下端点距地表

的距离。 
此函数所对应的展开系数 rmA 见式（A36）。若

认为增压荷载随深度无变化，即 [ ]0,x H∈ ， ( )rh z =1
则相应的展开系数 rmA 见（A33）。 

将式（3）、（A42）代入式（A41），整理可得式

（A44），此即将偏微分方程转化为常微分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

' 2 2 2
d d d

2 'ru

'

ru
r

=

2
3

e 1 e

2=
3

m m m m

m r

bt bt
m m m m m

m m

T t f t T t f t f t

p A f t

T t C T t D b C

p E A f t

α ρ α λ

ρ

λ λ− −

  ′+ + +   

  + + + − 

′

（A44） 

其中，各中间变量的表达式为 

m
m

g ρ
α

=              （A45） 

2
1

m
m

C
g

β
β

−=
+

            （A46） 

2m
m

D
g

β
β

=
+

            （A47） 

2

2 1m
m m

m

gE D
g β

= = −
+

       （A48） 

由一阶线性常微分方程的通解可知，方程

（A44）的解为 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( )

( )

0

0

e
d

e 1rru
0

e
d

e 1

2 e d
3 e 1

0 e

b
m m

b
m

b
t m m

b
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D b C

Ct m m
m b
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C
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E A fpT t
C
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τ
ω

τ

τ

τ

λ λ
τ

ω

λ λ
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ω
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−

−

−

−

 + −
 
 + 

−

 + −
 −
 + 

  
′  

= +  
+  

 

 






（A49） 

其中，变上限积分部分的解析表达式为 

( )( )
( ) ( )0

e 1d
e 1 e 1e e

1

b
t m m

m
b

m m

D b C Ebt bC D tm

m

C
C

τ

τ

λ λ λ
τ

λ

−

−

 + −  −   − −   + − 
  +

= ⋅ + 
（A50） 

A4.3 由初始条件定解 
由式（18）有 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

s

d d d d2

0 v

,
1, ,

e 1
1

bt
m

m m
m m

u z t

u z t h z f t u z t
z z

CazD T t p
H E

ρ

η
−∞

=

∂ ∂ − ⋅ ⋅ = ∂ ∂ 
 + 
 − −       

   （A51） 

则初始条件式（23）可转化为 

( ) ( )

( )

0

r v

1
1 0

2 ,0

m
m m

m m

CazD T
H E

p z p

η
∞    +

− =       
+

   （A52） 

将式（A52）右端按本征函数系展开，有 
( )

( )

r v

ru r r v v 0

2 ,0 =

2 0 1m m m
m

p z p

azp f A p A D
H

η
∞

+

 
+ ⋅ −      

 


  （A53） 
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将式（A53）代入式（A52），可得 

( ) ( )ru r r v v0 = 2 0
1

m
m m m

m

ET p f A p A
C

+ ⋅   +
   （A54） 

将式（A54）代入式（A49）可确定 ( )mT t ，则

由此可得到 ( )d ,u z t 和 ( )s ,u z t 的完整解。 

 

附录 B 数值计算方法 
B1  非线性方程求解 

数值计算的第 1 步是求解非线性方程（A13），
得出 mη 的数值解。 

mη 的数值解个数决定级数的计算项数，数值

解的精确度和个数也就高度影响解的精确度，参照

文献[16]，将需要求的 mη 个数定为 800，以满足对

精确度和计算效率的双重要求。 
由 Bessel 函数的振动特性可知，Bessel 函数也

具有近似的“周期性”，表现为相邻两波峰的间隔近

似相等。但方式（A13）中 Bessel 型函数的振动周

期依赖 a 的大小，a 越大则方程抖动越快，a 越小则

抖动越缓慢，此时数值求解零点难度上升。数值求

根需要先大致确定根的初值及隔根区间，但 a 的大

小对方程根的分布影响较大，为了在求解不同的 a
对应的特征方程时，都能确定统一的隔根区间和求

根初值，对特征值方程对应的零点函数做线性变换，

即坐标轴伸缩。基本思路为：通过合理设置伸缩系

数，使得伸缩后的函数随 a 变化不大，即周期几乎

一致。求得此函数的零点后再进行线性逆变换得到

所需的 mη 。 
当 0a = 时，本征方程简化为 

( ) ( )'' 2 0m m mZ z Z zα+ =          （B1） 

结合竖向边界条件可知，方程（B1）对应的本

征 函 数 系 为
( )2 1 π

sin
2

m
z

H
− 

 
 

， 本 征 值 为

(2 1)π
2m

m z
H

α −= ，（ m=1,2,3··· ） [19] ， 函 数 系

( )2 1 π
sin

2
m

z
H
− 

 
 

可 视 为 0a → 时 ，

0
2 1mH azD

a H
α   −  

   
的极限情况，即 

( )
( )

0

0

+10

2 1lim π , 1,2,3...
2

lim 2 1 π , 1,2,3...

lim 2π , 1,2,3...

ma

ma

m ma

m m
H

a m m

a m

α

η

η η

→

→

→

−= =

 = − =

 − = =    （B2） 

求解非线性方程（A13）的根，即求其左端函

数的零点，观察该函数典型图像，如图 B1(a)所示，

可得 

( )11, πm ma a η η+→ − ≈           （B3） 

 

(a) 原函数 

 

(b) 伸缩后的函数 

图 B1  需求解零点的函数图像 
Fig.B1  Graph of the function for zero solutions 

 

由式（B2）与（B3），可假设： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1

1

2 1

1

1

2 π

2 π
...

2 π
2 π

2 π

1

1

m m

m m

m

m

a a

a a

a a

a
a

a
a

m

m

η η
η η

η η

η η

η η

+

−

− ≈ −

 − ≈ −

− ≈ −

−
 − ≈

−
 ≈ +

⋅ −

⋅ −     （B4） 

式 中 ： 1η 为 第 1 个 零 点 ， 因 0a → 时 ，

1 1
π π,

2
a

H a
η→  → ，将其假设为近似的零点初值代

入式（B4），有 

( ) ( )2 π π1m
a

a a
mη

−
≈ +⋅ −        （B5） 
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由式（B5）可确定近似的求根初值及隔根区间。

为了消除 a 对根分布的影响，可将坐标轴拉伸，即

令 

2 πm m
a x

a
η −= ⋅             （B6） 

将式（B6）代入非线性方程式（A13），可得相

应的表达式 Bg 为 

B 1 0

1 0

2 2 21 π π

2 21 π π 0

m m m

m m m

a a ag x Y a x J x
a a a

a ax J a x Y x
a a

−  − −   = − −       
− −    − =      

（B7） 

由此对方程（A13）求根 mη 即转化为对方程

（B7）求根 mx ，根据式（B5），有 

( ) ( )

( )

2 π2 ππ

1
2

1

1

m m

m

aa x
a a a

x
a

m

m

η
−−= ⋅ ≈ +

 ≈ +
−

⋅ −

−    （B8） 

由式（B8）所示的近似关系，结合方程（B7）
左端函数的典型图像，见图 B1(b)，可知对 ( )0,1a ∈ ，

求方程（B7）的根 mx 时，有统一的求根初值和隔根

区间。 
在 Matlab 编程中对方程（B7）求根 mx ，利用

函数“fzero”求解，由式（B8）可将初参数设置为

( )11 1,2,3,
2

m m
a

− + =
−

 ，从而可求出若干个解。

然后，再由
2 πm m

a x
a

η −= ⋅ ，可得到 mη 的数值解。 

B2  溢机问题处理 
式（24）～（32）中涉及到大量指数函数，在

数值计算过程中须注意底数和指数的数值范围以免

溢机造成计算出错。 
由前述可知 0≤Em≤1，0≤Dm≤1，Cm≥0，则

底数
e 110 1

1 1

bt
m

m m

C
C C

− +
+ +

＜ ＜ ＜ ，可保证在 t≥0 的计

算中， ( )e 1 e
1

m

m

Ebt b
D tm

m

C
C

λ

λ

 
 −   − +

 + 
始终保持在区间 ( ]0,1

之内，不会出现溢机错误。 
另外，采用 Matlab 内置的变步长辛普森数值积

分函数“integral”计算积分部分，因其原理为取被积

函数中的若干点作为求积节点，再乘以求积系数后

叠加，而在被积函数中存在指数函数，故数值积分

过程中也需避免溢机错误。 
不妨设选取的求积节点为 iω ，即 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

r

0

r

e 1 e
d

e 1 e

e 1 e
e 1

m m

m m

m

m i
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E D tbt b
t m

E Db b
m

Ebt b
D tm

i i b
i m

f C

C

CA f
C

λ
λ

λ
λ ωω

λ

λ ω
ω

ω
ω

ω

 
  −−  

 
  −−  

 
 −   − −

−

′ ⋅ +
≈

+ ⋅

 +′⋅ ⋅  + 



   （B9） 

式中： iA 为求积系数。 
因须有 0≤ iω ≤t，所以有 

( ) ( ) ( )e 1 0,1 ,e 0,1
e 1

m

m i

i

Ebt b
D tm

b
m

C
C

λ

λ ω
ω

 
 −   − −

−

 +
∈ ∈ + 

  （B10） 

由此可保证数值积分过程中不出现溢机问题。 
 


